Calcul 42S

Concavité et points d’inflexion
L’étude des courbes
La concavité c’est le « creux » d’une courbe.

Concavité vers le haut							Concavité vers le bas
[image: ]			[image: ]

Corde : Un segment de droite joignant deux points distincts d’une courbe.
Si vous avez une droite linéaire (y = mx + b) la « courbe » représentative est une droite, toute corde se confond avec la droite elle-même, alors la concavité est nulle.
[image: ]
[image: ]


[image: ]Associe la tangente à la courbe en cinq points. 
Le mouvement de gauche à droite : on constate que la pente passe de valeurs négatives à zéro à des valeurs positives de plus en plus grandes, alors la pente de la tangente croît.

Donc la pente de la tangente est donnée par la fonction dérivée, et si cette dernière fonction est croissante, sa dérivée, c’est-à-dire la dérivée de la dérivée, doit être positive.
· Concavité vers le haut et dérivée seconde positive.
· Concavité vers le bas et dérivée seconde négative.
Théorème 1 :
[image: ]
Théorème 2 :
[image: ]
· La concavité en un point : Une courbe est concave vers le haut en un point s’il existe un intervalle ouvert autour de ce point sur lequel la concavité est dirigée vers le haut.
· Une courbe peut être concave vers le haut ou vers le bas sur un intervalle fermé [c, d] sans être nécessairement concave vers le haut, ou vers le bas, aux points extrêmes x = c et x = d.
[image: ]
Exemple 1 : Trouver les intervalles ou la concavité est dirigée vers le haut dans la courbe de 
y = x3 – 9x2 + 24x + 6
Solution :
[image: ]
Alors :
[image: ]
Ainsi, sur , on a une concavité vers le haut. 
[image: ][image: ]Il faut bien noter que la concavité est dirigée vers le haut sur l’intervalle semi-fermé .

Point d’inflexion
L’exemple ci-dessus, l’intervalle est fermé au point d’abscisse x = 3; si , la concavité est dirigée vers le haut et si , la concavité est dirigée vers le bas.
Si x = 3 ?	f’’(3) = 0	
Avant ce point, la pente décroît et, après ce point, la pente croît. C’est un point de changement de concavité; c’est ce qu’on appelle un point d’inflexion.
Un point P sur la courbe y = f(x) d’une fonction continue f est dit point d’inflexion de la courbe si la concavité change de sens en ce point.
En un point d’inflexion, il existe toujours, autour de l’abscisse du point, un intervalle tel que la dérivée croît d’un côté du point et décroît de l’autre.

Théorème 3 :
Si f est une fonction qui possède un point d’inflexion en x = a, et si la dérivée seconde est continue en x = a, alors f’’(a) = 0
Preuve :
[image: ]
[image: ]
[image: ]
Théorème 4 : (inverse de théorème 3)
Si f est une fonction continue en x = a telle que f’’(a) = 0 (ou f’’(a) n’existe pas et f continue en x = a) et si f’’(x) change de signe autour de x = a, alors nous avons un point d’inflexion en x = a.
[image: ]
Exemple 2 : Déterminer la concavité et trouver les points d’inflexion de la courbe de 
y = x3 + x2 – 8x – 1
Solution :
[image: ]
Si
		 Concavité vers le bas
		 Concavité vers le HAUT
Et pour
x = -1/3			y’’ = 0 et change de signe
Donc, (-1/3, 47/27) est un point d’inflexion.	*** Insère x = -1/3 dans f(x).





Trouver les points d’inflexion
1) Calculer la dérivée seconde.
2) Considérer les changements de signes de la dérivée seconde autour d’un point (ou elle s’annule ou n’existe pas.
3) [image: ]Assurer l’existence du point sur la courbe que les points d’inflexion sont trouvées.
Truc!!!
y = ax3 + bx2 + d		
y’ = 3ax2 + 2bx + c
axe de symétrie 		
y’’ = 6ax + 2b = 0
 




Exemple 3 : Trouver les points d’inflexion 
(Exemple qu’il ait un point d’inflexion mais qu’en ce point la dérivée n’existe pas.)
[image: ]Solution :
[image: ] Si : 


[image: ]
[image: ][image: ]Donc, (0 0) est un point d’inflexion.

Exemple 4 :
Déterminer la concavité et les points d’inflexion de la courbe de :
[image: ]
Solution : 
[image: ]
[image: ]
[image: ][image: ]







[image: ]





Exemple 5 : Déterminer la concavité et les points d’inflexion de la courbe de 
[image: ]
Solution :
[bookmark: _GoBack][image: ]	Si :  [image: ]
[image: ]
[image: ][image: ]
La réciproque de théorème 1 et 2 :
Théorème 5 :
Si f est une fonction dont la courbe est concave vers le haut sur un intervalle I et si la dérivée seconde est continue sur (, alors f’’(x)  0 sur I.

Théorème 6 :
Si f est une fonction dont la courbe est concave vers le bas sur un intervalle I et si la dérivée seconde est continue sur I alors f’’(x)  0 sur I.

Revue : [image: ]
Pratique :
1. Déterminer le sens de la concavité et les 
[image: ]a) y = 6x2 – 5x + 3						b) [image: ]







[image: ]c) 							d) 	
[image: ] 





Dérivée seconde et extremums relatifs
Extremum : Désigne un maximum ou un minimum
[image: ]Lien entre extremum relatif et concavité (seconde méthode pour déterminer ces extremums relatifs.)



Maximum relatif en x = a



[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
Théorème 1 :
[image: ]
Théorème 2 :
[image: ]
Trouver un extremum relatif
Test de la dérivée seconde 
1) Trouver f’(x) et f’’(x).
2) Trouver les valeurs critiques de f.
3) Conclure 
[image: ]

Exemple 1 :
À l’aide du test de la dérivée seconde, trouver les extremums relatifs de la fonction
f(x) = 3x4 – 20x3 – 6x2 + 60x – 27 
Solution :
1)
[image: ]
2)
Les valeurs critiques sont x = 1 	x = -1 	x = 5
3)
[image: ]
[image: ]Donc, f(1) = 10 est un MAX relatif; f(-1) = -70 eset un MIN relatif et f(5) = -502 est un MIN relatif. 

[image: ]
Exemple 2 :
Trouver les extremums relatifs de la fonction y = x4
Solution :
1) y’ = 4x3		y’’ = 12x2
2) La valeur critique x = 0
3) f’(0) = 0		f’’(0) = 0 
et on ne peut conclure avec ce test. Il faut donc revenir au test de la dérivée première dans lequel, à l’étape 3, nous étudierons les changements de signe de f’ au moyen du tableau :
[image: ]
On a donc un MIN relatif en x = 0, ce MIN étant f(0) = 0. 
Pratique :
1. En utilisant le test de la dérivée seconde, trouver le extremums relatifs de :
a) y = (x – 5)2(2x + 7)2						b) [image: ]		[image: ]






c) 						d) 
[image: ]					Aucune extremum relatif
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Une courbe est dite concave vers le bas dans un intervalle |c,d | (ou |c,d| ) si toute corde dans cet
intervalle est en dessous de la courbe sauf pour ses points extrémes.
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Si fest une fonction telle que f"(x) >0 sur /, alors la courbe de y = f(x) est concave vers le haut
dans cet intervalle.
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Si fest une fonction telle que f"(x) <0 sur /, alors la courbe de y = f(x) est concave vers le bas
dans cet intervalle.
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La concavité vers le haut sera notée par: W

La concavité vers le bas sera notée par: M
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y'=3x"-18x+24 y'=6x-18=6(x-3)
y">0 pour x>3
y"<0 pour x<3
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x>3= y">0=> concavité vers le haut

x<3= y"<0=>concavité vers le bas
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Puisqu’on a un point d’inflexion en x=a, f'(x) est croissante d’un coté de x =a , c’est-a-dire

f"(x)=0 de ce coté de x=a et f'(x) est décroissante de 1’autre coté de x =a, c’est-a-dire
f"(x) <0 de cet autre cOté.

Puisque f"(x) est continue en x =a , il s’ensuit que f"(a)=0,d’ot la preuve.




image14.png
La réciproque de ce théoréme n’est pas vraie. En effet. si f"(a) =0, on ne peut pas conclure qu’en
x =a on aun point d’inflexion. Par exemple, si y =x*, y"(0) =0, et pourtant, le point (0,0) n’est
pas un point d’inflexion.
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Puisque f"(x) change de signe autour de x=a, la courbe change de concavité selon les théo-
rémes 1 et 2. Ainsi, par définition, on a un point d’inflexion en x=a, ce qui démontre le
théoréme.
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y'=3x"+2x-8 y'=6x+2=2(3x+1)
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f'@=0
Caleul de f"(x)
foontinue _|
enx=a
JACE]
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_ f"(x) change de signe
autourdex=a=>Pl.enx=a

f"(x) ne change pas de signe
autour de x = @ = pas de P.I.

f"(x) change de signe
autourdex=a=>Pl.enx=a

L f"(x) ne change pas de signe
autour de X = @ = pas de P1.

pas de PI.
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x<0 y">0= concavité vers le haut

x>0  y"<0=> concavité vers le bas
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Pour x =0, y" n’existe pas mais y" change de signe; de plus la fonction est continue, donc existe, en
x=0.Eneffet, £(0)=0.
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x<0  y"<0=>concavité vers le bas

x>0 y"<0=> concavité vers le bas
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Pour x=0, y" n’existe pas mais y" ne change pas de signe.

Donc, on n’a pas de point d’inflexion. Voici le eraphique de la courbe et un tableau des résultats.
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x>3 ¥">0=> concavité vers le haut

x<3 y"<0=>concavité vers le bas
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Pour x =3, y" n’existe pas; on a un changement de signe de y" mais la fonction n’est pas définie e1
x=3.

Donc, on n’a pas de point d’inflexion. Voici le graphique de la courbe et un tableau des résultats.
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image38.png
/(x) >0=> concavité vers le haut
f"(x) <0=>concavité vers le bas

f continue en x =a
f"(a) =0 ou n'existe pas = point d'inflexion en x = a

et f"(x) change de signe

point dinflexionenx=a = f'(a) =0 ou nexiste pas

concavité vers le haut = f"(x)=0
concavité vers le bas = f"(x)<0
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La courbe est toujours concave vers le haut. Il n’y a pas de
point d’inflexion.
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Concavité vers le bas [—5/2, ® [ s pas de P1.
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Concavité dirigée vers le haut sur [ - J% . J% ] et dirigée
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La courbe est concave vers le haut sur ]0, m[ et concave vers
le bas sur ]— oo,O[. Il n’y a pas de point d’inflexion.
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Observons le comportement de la fonction au point d’abscisse x=a et autour de ce point. Au
point d’abscisse x=a, f'(@)=0 (f'(a) pourrait aussi ne pas exister) et de plus, autour de ce
point la fonction f'(x) passe de + 4 —; la fonction f'(x) est donc décroissante et de ce fait on
conclut que f"(x) =0 . Géométriquement, on observe aussi que la concavité est dirigée vers le bas
ce qui se traduit également par f"(x)<0. On peut donc établir un lien entre la concavité dirigée
vers le bas et la variation de f'(x). Ainsi, si f"(x) <0, la fonction f(x) est décroissante et si elle
passe par 0 elle passe donc de + & — et en méme temps la concavité est dirigée vers le bas.

Donc, dans la recherche d’un maximum, la condition « f'(x) passe de + & —» peut étre remplacée
par «la concavité est dirigée vers le bas» ou « f"(x) <0».

Soit une fonction présentant un minimum relatifen x=a .
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Comme dans le cas précédent, en observant le comportement de la fonction au point d’abscisse
x=a et autour de ce point, on peut faire une association d’idée analogue. En ce point d’abscisse
x=a, f'(a)=0 (f'(a) pourrait ne pas exister) et autour de ce point, f'(x) passe de - a +; donc
la fonction f" est une fonction croissante et alors f"(x) =0 . De méme, la concavité dirigée vers le
haut nous permet de dire que f"(x)=0. Nous établirons le lien entre ces notions ainsi: si
f'(x)>0,]a concavité est dirigée vers le haut et la fonction f'(x) est croissante; si elle passe par
0 elle passe donc de — 2 +.

Ainsi, dans le test de la dérivée premire, la condition « f'(x) passe de — a +» peut étre rempla-
cée par « f"(x)>0» ou «la concavité est dirigée vers le haut».

On pourra mémoriser facilement cette association d’idées en tragant un dessin comme ceci :
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Soit fune fonction dérivable. Si f"(x) est une fonction continue sur un intervalle autour de x=a ,
si f'(a)=0 etsi f'(a)>0,alors le point (a, f(a)) estun MIN relatif de la fonction f.
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Soit fune fonction dérivable. Si f"(x) est une fonction continue sur un intervalle autourde x=a,
si f'(@)=0 etsi f"(a)<0,alors le point (a, f(a)) est un MAX relatif de la fonction f.
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f'a)=0 et  f"(a)<0=> MAXrelatifen x=a
fa)=0 et f"(a)>0=MIN relatifen x=a
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f'(x)=12x" = 60x* = 12x + 60
=12(x' =52 = x+5) = 12(x = 1)(x + 1)(x = 5)
£'(x) =36x7 ~120x 12 =12(3x" - 10x - 1)
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f')=0, f"(1) <0=> MAX relatif en x =1
f'(=1)=0, f"(~=1)> 0= MIN relatif en x = -1
f'(5)=0, f£"(5)>0= MIN relatifen x=5
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Le fest de la dérivée seconde étudie e signe de la dérivée seconde aux valeurs citiques alors que
efest dela dérivée premiére étudie le signe de lo dérivée premiére autour des voleurs ariigues.
Les deux fests ont bien sir le méme objecif a savoir de frouver les extremums relatifs.
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MIN relatifs: (-7/2,0) et (5,0); MAX relatif:
(3/4;1305,02) .
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MIN relatif : (%0)
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MAX relatif: (0,4) .
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Concavité vers le haut
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Concavité vers le bas
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Une courbe est dite concave vers le haut dans un intervalle [c,d ] (ou ]c,d[) si toute corde dans
cet intervalle est au-dessus de la courbe, sauf pour ses points extrémes.




