Calcul 42S

Optimisation
La recherche de l’optimum d’une certaine variable; par exemple , un profit unitaire maximal selon un nombre d’objets vendus.
Attention!!
Il faut exprimer la variable à optimiser en termes d’une seule variable.
Pour résoudre des problèmes, il faut:
1) Bien lire le problème;
2) Identifier les variables, en particulier, la variable à optimiser et faire un schéma, s’il y a lieu;
3) Traduire les données en termes mathématiques;
4) Trouver le lien entre les variables;
5) Exprimer la variable à optimiser en termes d’une seule autre variable et déterminer l’intervalle utilisé;
6) Trouver l’optimum, soit le MIN ou le MAX selon le cas, à l’aide de la dérivée première et de la dérivée seconde selon les techniques déjà vues;
7) Répondre à la question posée.
Dans la plupart des problèmes concrets ce qu’on cherche c’est un MIN ou un MAX absolu et le plus souvent le contexte définit l’intervalle dans lequel on se situe.
Il faut encore faire une analyse de la situation après avoir trouvé la réponse (MAX ou MIN). 
Exemple 1 :
Trouver deux nombres dont la somme est 28 et dont le produit est le plus grand possible.
[image: ][image: ]Solution:
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[image: ]
Exemple 2 :
Un fermier possède 1 800 m de clôture. Il veut clôturer un champ rectangulaire adjacent à la rivière qui passe sur la terre. En ne mettant pas de clôture le long de la rivière, quelles doivent être les dimensions du champ pour que la surface soit maximale ?
Solution :
[image: ] [image: ]
A = xy			A est la variable à maximiser et à
x + 2y = 1 800		si on l’exprime en termes de y, on a
x = 1 800 – 2y
Donc : 
A = (1 800 – 2y)y
A = 1800y – 2y2 	cherche le MAX de A :
[image: ]Pour y1 = 450, on a
[image: ]
x + 2(450) =  1800
x = 900
[image: ]
	


Exemple 3 :
Un fabricant de produits alimentaires veut mettre sur le marché un jus de pomme vitaminé. Il envisage de le mettre dans des boites de conserve cylindriques de 1 000 cm3. Quelles doivent être les dimensions de la boîte pour qu’il utilise le moins de métal possible ?
[image: ][image: ]Solution :



[image: ]Le volume, V, est une constante : V = 1000.   	
On a :
 


A est la variable à minimiser ; exprimons-la en termes de r :
[image: ][image: ]Cherche le MIN de A :


Valeur critique :
[image: ]
Donc, on a un MIN relatif en r1 = 5,42. À ce moment, on a :
[image: ]
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Exemple 4 :
Deux citadins ont acheté une clôture à jardin de 135 m de longueur. Ils désirent la couper en deux de façon à ce que chaque partie permette de former un carré pouvant limiter un potager. Ou doit-on couper la clôture pour que la somme des surfaces soit maximale ?
Solution :
[image: ]
[image: ]
On a :
[image: ]
A est la variable à maximiser. Exprimons-la en termes de x :
[image: ]Cherche le MAX de A
[image: ]
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Revenons à la fonctions
[image: ]
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Exemple 5 :
Trouver la distance minimale entre la parabole y = x2 et le point (4, 1/1).
[image: ]Solution :
[image: ]


On a :
[image: ]
D est la variable à minimiser ; exprimons-la en termes de x :
[image: ]
Cherche le minimum de D :
[image: ]
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Exemple 6 :
[image: ]
Solution :
[image: ]
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Pour x, =14, dP/dx =0 et d”P/dx* <0.On a donc un maximum relatif en x, = 14 et les valeurs des
deux nombres cherchés sont 14 et 14.

Analysons bri¢vement la solution. La fonction P =28x-x* est définie sur R et rien ne restreint le
domaine de définition de cette fonction. P n’a pas de minimum. La solution trouvée est un MAX
absolu en méme temps qu’un MAX relatif.
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Les variables sont :

— lalongueur du champ, x;

— la largeur du champ, y;

— Taire de la surface cloturée, A.
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Z—A =1800 -4y ; valeur critique : y, =450

y
d*A
dy*

=-4 donc <0
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Donc, on a un MAX relatif en y, =450 et les deux dimensions cherchées sont une largeur de 450 m e
une longueur de 900 m.

Le contexte limite de toute évidence la variable indépendante y a I'intervalle [O,QOO]A 11 est clair que
la fonction A n’atteint pas son maximum aux extrémités de cet intervalle. Ainsi, le MAX relatif trouvé
est le MAX absolu.
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Les variables sont :

— le rayon de la base du cylindre, r;

— la hauteur du cylindre, ;

— la surface du cylindre, y incluant les extrémités, A.
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Les dimensions idéales de la boite de conserve sont de 542 cm pour le rayon de la base de 10,83 cm
de hauteur. Comme dans I’exemple précédent, une analyse du contexte nous assure qu’il s’agit bien 1a
de la solution cherchée.
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Les variables sont :

— le c6té du premier carré, x;

~ le c6té du second carré, y;

— la somme des surfaces des deux carrés A
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A=x"+y

et

4x+4y=135

ou
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Pour x, =135/8 ,0on a dA/dx=0 et d*A/dx* >0.On a donc un MIN relatif en ce point. Or, c’est un
MAX que nous cherchons.
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Le contexte physique fait en sorte que la variable x est limitée & Iintervalle |_0. 135/4 . Dans cet inter-
valle, on n’a pas de maximum relatif. Trouvons le MAX absolu :

A(O)-182625, A(135/4) = 182625' A(135/8) = 182225

(c’est ici un minimum relatif)
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Donc, le MAX absolu se retrouve aux extrémités de I'intervalle, ¢’est-a-dire quand x=0 ou quand
x=135/4, donc si on ne coupe pas la cloture. En somme, il est préférable pour nos deux citadins de
ne pas couper la clbture, c’est-a-dire de continuer leur collaboration et de ne faire qu’un jardin

potager.
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Les variables sont :

— Pabscisse d’un point sur la parabole, x;

— I’ordonnée de ce point, y;

— la distance entre ce point et le point (4,1/2) , D.
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et

D=(x-4) +(y-1/2
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D=\J(x-4) +(x* -1/2)
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Valeur critique: 4x° -8=0 = x’ =2 d’oll x, ~1,26

Compte tenu de la lourdeur de I’expression de la dérivée seconde

. Py . . [L‘/2 V. . ooy
il est plus simple ici d’utiliser le test de la dérivée premigre pour déterminer si en cette valeur critique

X, on a un MIN ou un MAX relatif.
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on conclut qu’on a un MIN relatif quand x, = 2 ~1,26 . La distance minimale D est alors de 295.Le
contexte indique clairement que ¢’est un minimum absolu.
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Un pomiculteur a fait I"essai la saison derniére, d’un nouvel engrais liquide. Il a vérifié
expérimentalement que le nombre de pommes produites par un arbre dépend de la
quantité d’engrais utilisée sur cet arbre selon la fonction

3

P=140+27x-"7

ou P représente le nombre de pommes cueillies dans un arbre et x le nombre de litres
d’engrais utilisés sur cet arbre. Quelle quantité d’engrais devrait-il utiliser sur chacun
de ses arbres s’il veut obtenir une production maximale ?
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Les variables sont x et P et P est la variable & maximiser. Cherchons le maximum de P:

Valeurs critiques: x, =6 et x, =-6
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Pour x, =6,0ona d—P=0 et £<0.
dx dx

Donc, il s’agit 1a d’'un MAX relatif.
Pour x, =-6,0na:
dP d*p

—=0 et =
dx dx’

11 s’agit donc d’un MIN relatif. Toutefois, le contexte limite de fagon évidente la variable x & 'inter-
valle O,w[4 Si x=0, P=140;si x=6, P=248 etsi x— alors P — -« . Donc, la solution
optimale consiste 2 utiliser 6 litres d’engrais par arbre afin d’obtenir une production maximale.
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x+y=28

P=xy On ne peut pas avoir 3 variable.

Alors :

y=28-x substitue I’équation y = 28 — x dans P = xy
P=x(28 —x)

P=28x-x2 Trouve le MAX de P (trouve le(s) valeurs critiques)
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Les variables sont :
- Un nombre, X ;
- L’autre nombre, y ;

- Le produit est deux nombres, P, (et ¢c’est un MAX).
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% =28 -2x; valeur critique: x, =14

d*P
P

=-2;donc <0




