Calcul 42S

Les Taux
N’oubliez pas la dérivée d’une fonction peut s’interpréter de trois façons :
· La pente de la tangente en un point de la courbe;
· Le taux de variation instantané de la fonction;
· La vitesse instantanée.
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Résolutions de problème :
1) Bien lire le problème.
2) Identifier les variables et les taux donnés et faire un schéma (s’il y a lieu).
3) Traduire les données en termes mathématiques.
4) Trouver le lien entre les variables.
5) Effectuer les calculs requis (dérivées)
6) Répondre à la question posée.
Exemple 1 :
[image: ]On a une machine permettant d’insuffler du gaz dans un ballon sphérique au taux de 10 cm3/s. Trouver le taux d’accroissement du rayon quand celui-ci est de 4cm.
Solution :
On relit le problème.
Les variables sont :
· Le volume de la sphère, V;
· Le rayon de la sphère, r;
· Le temps, t.
On a le taux de variation du volume par rapport au temps et on cherche le taux de variation du rayon. On a donc :
 		et on demande		 quand r = 4
Il faut maintenant trouver le lien entre les variables V et r, c’est- à-dire le lien entre le volume d’une sphère et son rayon.
Ce lien nous est donné par la formule de géométrie bien comme :

Dérivons par rapport à t pour trouver le lien entre les dérivées.
[image: ]
Donc, le rayon croît au taux de 0,0497 cm/s à ce moment.





Exemple 2 :
Un homme se tient d’une échelle de 25 mètres de longueur, appuyée contre un mur. Un farceur passant par là tire le pied de l’échelle en l’éloignant du mur à une vitesse de 2 m/s À quelle vitesse l’homme descend-il quand le pied de l’échelle est à 7 m du mur ?
[image: ]Solution :				Les variables sont :
· La distance horizontale entre le pied de l’échelle et le mur, x; 
· La distance verticale entre le haut de l’échelle et le sol, y;
· Le temps, t.

On a dx/dt = 2; on cherche dy/dt quand x = 7. Le lien entre les variables est :
x2 + y2 = 252
[image: ]Dérivons par rapport à t :



Si x = 7, alors,	y2 = 252 – 72  		Donc, l’échelle descend (signe négatif)
[image: ]y = 24			à une vitesse de 7/12 m/s.	
			 
Exemple 3 : 
Un cône renversé a 10 m de diamètre et 10 m de profondeur. On y verse de l’essence au taux de        0,5 m3/s. À quelle vitesse le niveau de l’essence monte-t-il quand le niveau est à 5 m de la base ?
[image: ]Solution :

Les variables sont :
· Le rayon à la surface du liquide, x;
· La hauteur du liquide, y;
· Le volume du liquide, V;
· Le temps, t.
Volume cône = 
[image: ]
Si on relie ces deux équations, on a :
[image: ]
Dérivons par rapport à t :

[image: ]
Donc, le niveau de l’essence monte au taux de 0,025 m/s.

Exemple 4 :
Dans le Vieux Québec, par une belle nuit d’été, un visiteur venant de la planète aux douze soleils se tient à un lampadaire dont la lumière est située à 5 mètres du sol. Notre ami, qui mesure 2 mètres, s’éloigne du lampadaire; il voit alors l’extrémité de son ombrage et veut l’attraper. Évidemment, c’est peine perdue. S’il arrive à courir à une vitesse de 2 m/s, aidons-le trouver la vitesse à laquelle l’extrémité de l’ombre s’éloigne du lampadaire.
Solution :
[image: ]

Les variables sont :
· La distance entre notre ami et le lampadaire, x;
· La distance entre le lampadaire et l’extrémité de l’ombre, y;
· Le temps, t.

On a dx/dt = 2; on cherche dy/dt. Le lien entre les variables est :
[image: ]
[image: ]
Dérivons par rapport à t : 
[image: ]
Il s’agit d’expliquer à notre ami que son ombre avance plus vite que lui, soit à une vitesse de 3,33 m/s.




Exemple 5 :
[image: ]
[image: ]Solution : 
[image: ]




[image: ]
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 Ils s’éloignent à une vitesse de 128 km/h.











Exemple 6 :
[image: ]
Solution :
[image: ][image: ]




[image: ]
Notons bien que le volume diminue, c’est-à-dire que V est décroissant ce qui explique que sa dérivée soit négative.
Le lin entre les variables nous est donné par la formule donnant le volume d’un cylindre.
[image: ] 
Dérivons par rapport à t :
[image: ]
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Ona dV/dt=0,5; on cherche dy/dr quand y =5 . Les liens entre les variables sont :
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Deux amoureux doivent se séparer. Ils partent en voiture et quittent Québec ensemble
A la sortie sud du pont Laporte, Paul emprunte la direction ouest et file a 100 km/h
Hélene se dirige vers le sud 4 80 km/h. Au bout d’une heure, ils s’ennuient déja; pou
passer le temps, ils calculent a quelle vitesse ils s’éloignent I’un de I’autre & ce momen
précis. Quelle est cette vitesse d’éloignement ?
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Les variables sont :

— la distance entre Paul et le point de départ, x;

— la distance entre Hélene et le point de départ, y;
— la distance entre Paul et Hélene, z;

— letemps, 7.
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On a dx/dt =100 et dy/dt=80; on cherche dz/dt quand x=100 et y=80. Le lien entre les
variables est

:2_xz+y2
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On veut maintenant évaluer cette vitesse quand x =100, y =80.
Alors,

z=+/1007 +80*

¢’est-a-dire z=128,062

[ﬂ _100><100+80><80_128‘062

di ]x-.m 128,062
y=80
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Le réservoir d’cau de la ville a la forme d'un cylindre de 4 m de rayon et de 10 m d
hauteur. On y a découvert une fuite et on a mesuré qu’on perdait 1,4 m’ d’eau :
I'heure. A quelle vitesse le niveau de I'eau descend-il et, supposant le réservoir plein ar
départ, dans combien de temps sera-t-il vide ?
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Les variables sont :

~ la hauteur de I'eau, h;
~ le volume d’eau, V;

— le temps, 1.
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Ona L =-1,4 et on cherche b
dr dt
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V =n4*h=16xh
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Donc, le niveau de Ieau descend 2 une vitesse de 0,028 m/h et ainsi il faudra 0 e 357 heures

pour vider le réservoir.
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Supposons que nous avons deux variables x et y reliées par un lien fonctionnel y = f(x) . Suppo-
sons de plus que nous connaissons le taux de variation de la variable x par rapport au temps,
. dx s L. R . dy
soit " Il est alors facile de trouver le taux de variation de y par rapport a ¢, soit -
t t
11 suffit d’utiliser la régle de dérivation en chaine :
dy dy dx
dt dx dr
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... dx dy . T .
On constate donc que les deux taux de variation — et — sont liés et qu’ainsi, si on connait un

des deux, on est en mesure de trouver ’autre. di dt
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